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On note C l’ensemble des nombres complexes et N l’ensemble des entiers. 
naturels. 

PARTIE 1 

1’ On considère 1’Cquation du troisième degr6 dans C : 

(E) : r3 - 2 = O 

a. Vérifier que 1 est solution de (E); 

b. Montrer que les deux racines de (E) différentes de 1 sont solution de 
(E) : ra + r + 1 = O. 
Résoudre (E’) ; 

- 
c. On note j (respectivement j) la racine de (E’) de partie imaginaire positive 

(respectivement nkative). Trouver le module et l’argument de j et j .  
- 

2’ Montrer les relations suivantes : 
- 

a. T = j  

b. l + j + j ’ = O  

c. V ~ E N ,  ;3n = 1 , 
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3" Dans C, on considère le système iinhire à trois équations et trois inconnues rt" Montrer que l'appiication CD de 5 dans C3 ddfinie par : 

a. p, y : @ ((u&cN] = (%P u ~ s  E ... 
a + P + y = O  a *\&t 'une appkcation et bijective. 
a + j g  + Y y = O  
a + j p p + j y = O  

Quelle est la dimension de S? 

S0 A partù des questions II. 3 O  et II. 4 O ,  trouver une base de 5 et en déduire 
la solution gCnérale de (P). 

1 
hlontrc=r que ce système a une solution unique et trouver cette solution. 

PARTIE III 
PARTIE II 

On veut résoudre le problème (P) suivant : Si hf = est une 3 x 3 matrice complexe quelconque, on 

r Quelles sont toutes les suites de nombres 
complexes qui vérifient la relation : rappelle que le ddterminant de M vaut : (Pl 1 

L v n. E IN, u n + J  = un. det M = (VI A Va) .  V3 

Soit 

On définit 13 somme de deux é1Bments 

l'ensemble des suites de nombres complexes. oh y, = ( " ) , v , =  ( L : )  ' v , =  ( ": ) 
C l  c2 c3 et (u,JnEN de E par : 

(*)ne N + sont les vecteurs colonne de M et où A(respectivement.) désigne le produit vectoriel 
(respectivement scaiaire) dans C3. 

N = (un + N 

Le produit d'un élément (un)nEN de 8 par un nombre complexe A est défini 
par : ( ~ J ~ E N  = (1 un)nEN O 0 1  1 0 0  

Soient A = 
O 1 0  O 0 1  Io Montrer que 5 muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur le corps C. 

2' Soit 5 la partie de 5 définie par : Io Soit r E C. Calculer det (A - r 1). 

5 = { (un),,€N E 6 tels que V n E N, un + = un}. 

Montrer que S est un sous-espace vectoriel de 6. 

3 O  Montrer que la partie de 8 formde des trois euitea : 

bn)nEN 9 (yn)nEN et (Zn)nEN 

définies par V n E N, z, = 1 , yn = j" , z, =?" 

2 O  Déduire de ce rbultat que si r = 1. i ou j', les vecteurs colonne de la 
matrice A - r 1 ne sont pas Iinéairement indbpendants dans C3. 

3 O  En déduire que si r = 1, j ou j', le sous-espace vectoriel 1, de C5 défini par : 

est une partie libre de 8. [On pourra utiliser la question I . 3 O J .  est de dimension infdrieure ou égale à 2. 

FIN 


